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1. Cobb-Douglas funktionen

Den n dimensionelle Cobb-Douglas funktion kan skrives som
U=U/(Cy,Cs,...,Cp) = AT C = A(CC52 - - Cm)
i=1

hvor A > 0 er en konstant og «; > 0 for alle 7.

Ofte vil vi betragte specialtilfaeldet, hvor funktionen har konstant skalaafkast. Dvs. situ-
ationen hvor vi antager at

Zai:(a1+a2+-~~+an):1 (1.1)

1.1. Den indirekte nyttefunktion

Nar man anvender specielle funktionsformer i praksis kan det ofte veere en fordel at arbejde
med nytten som funktion af priser og indkomst i stedet for direkte som funktion af det
kgbte varebundt. For at danne den indirekte nyttefunktion findes efterspgrgslen efter hver
af de varer, som indgar som argument i nyttefunktionen. Disse efterspgrgselsfunktioner
indsaettes i nyttefunktionen, som herefter vil vaere en funktion af priser og indkomst. Den
indirekte nyttefunktion findes pa fglgende made

max A [ Oy

=1

under bibetingelse af

> niCi= M, (1.2)

i=1
hvor M er forbrugerens budget.

Forste ordens betingelserne er givet ved
OKZ'CZ»_IA H CZOQ = /\p“ Vi
i=1

Hver af disse forste ordens betingelser multipliceres med det respektive C; og der summeres
over fgrste ordens betingelserne for alle n varer. Dette giver

/\ZpZC’Z = ZOKZAHCZOQ
i=1 i=1 i=1

Heraf fglger at
AT, O

A
M



Indsaettes dette i forste ordens betingelsen for vare i fas

L ) AT, C
) »_IA o =1 Y1 ) .
a,; C; ECZ — pi, Vi
M
Ci == Oz (pl, veey Pny M) = Q;—, Vi (]_3)

Hermed har vi fundet efterpgrgselsfunktionen efter vare . Denne efterspgrgselsfunktion
kaldes ofte den marshallske efterspgrgselsfunktion. Det bemszerkes, at efterspgrgslen efter
vare ¢ alene er en funktion af prisen pa vare i og forbrugerens budget. Priser pa andre varer
spiller ingen rolle for efterspgrgslen. Resultatet er det velkendte, at der bruges en fast
andel af indkomsten pa forbrug af den enkelte vare. Andelen er lig med den eksponenten
til den pagaeldende vare i Cobb-Douglas nytte funktionen.

Tilbage er der saledes blot at indseette disse efterspgrgselsfunktioner i den oprindelige
nyttefunktion. Herved fas

n M (67 n a; (%)
S(p17p27 ory Pn, M) = AH (azp_> - AMH <;> (14)
i=1 =1 ?

%

Det ses heraf, at vi far, at den indirekte nyttefunktion er homogen af 0. grad i indkomst
og priser. (Prgv selv at vis det).

Man kan naturligvis ogsa kommer fra den indirekte nytte funktion til den marshallske
efterspgrgselsfunktion. Denne sammenhaeng er kendt som Roy’s identitet (se f.eks.
Kreps (1990) side 57)

_ —0S (ph 7pn7M)

Oi (p17"'7pn7M) - ap /

85 (ph «ovy Pn, M)
oM

(1.5)

Det er let at tjekke at det passer i Cobb-Douglas tilfaeldet.

1.2. Prisindeks

Nér nyttefunktionen (eller produktionsfunktionen) har konstant skalaafkast, har det mening
at definere et prisindeks, der knyttes til funktionen. Generelt defineres indekset som
den minimale omkostning pr. enhed. Hvis der er tale om en nyttefunktion maler in-
dekset altsa de minimale omkostninger pr. nytte-enhed. Tilsvarende gaelder, at hvis der er
tale om en produktionsfunktion maler indekset de minimale omkostninger pr. produceret
enhed.!

Det er klart, at det kun har mening at definere indeks, hvis funktionen har konstant
skalaafkast. I modsat fald vil omkostningerne pr. enhed jo ikke veere uafhaengige af
niveauet for C.

I Bemserk, at prisindekset defineret pa denne méade knytter sig til den enkelte forbrugers nyttefunktion.
I en model, hvor forbrugerne har forskellige nyttefunktioner, vil der derfor ikke veere et ”forbrugerprisin-
deks”, men derimod ét for hver type nyttefunktion i modellen.



I Cobb-Douglas tilfeeldet er det lettest at finde indekset ved direkte indsaettelse i den
indirekte nytte funktion, som vi udledte i afsnittet ovenfor.

Vi anvender, at det folger af definitionen, at prisindekset maler, hvilken indkomst, der er
tilstrackkelig til at sikre nytten 1, ved prisvektoren (p1, ps, ..., pr) - Indsat i nyttefunktionen

fas . "
1= AMT] (3>

i—=1 \ Pi

15 p\
P:P(phan?pn):ZH(Z_) (16)
=1 ?

Det ses heraf, at vi kan skrive den indirekte nyttefunktion, der hgrer til Cobb-Douglas
funktionen, som

P

" M\* M
S(pl7p27"'7pn7M) = AH (az )
i=1

pi
Den indirekte nyttefunktion er derfor realindkomsten vurderet ved det relevante prisin-
deks.

I tilfzeldet med n = 2 fas, at prisindekset bliver

1 /pi\* D2 >1°‘1
P - (&
(p1,p2) Y (a1> <1 —

idet der jo geelder at s =1 — oy

1.3. Elasticiteter

I empiriske undersggelser vil man ofte sgge at fastlaegge egenskaberne ved nyttefunktio-
nen ud fra forskellige elasticitetsegenskaber. I det fglgende gar vi den anden vej og ser
hvilke elasticitetsegenskaber, der fglger af, at vi har valgt Cobb-Douglas funktionen som
nyttefunktion.

Forst defineres egenpriselasticiteten som: Den procentvise stigning i efterspgrgslen
ved en procentvis stigning i prisen pa varen selv. Egenpriselasticiteten opggres tit
numerisk, da den jo er negativ. Med symboler fas idet vi anvender (1.3)

ac;
o _9Cip _  Mp M P 1
Q]% op; C; Zp? Ci Zp? a; M

Dernaest defineres indkomstelasticiteten som: Den procentvise stigning i efter-
spgrgslen ved en procentvis stigning i indkomsten

o _oGM _ M _ M p

81\;;[ oM C; 'pi Ci "pi M

=1

Krydspriselasticiteten mellem vare i og vare j defineres som: Den procentvise
stigning i efterspgrgslen efter vare : ved en procentvis stigning i prisen pa vare



aC;
c. _9Cn; _
Zi - 0p; Ci

1.4. Den hicksianske efterspgrgsel

Man vil ofte i den teoretiske litteratur stode pa begreber som kompenserede priselas-
ticiteter. Disse baserer sig pa sakaldte hicksianske efterspgrgselskurver. Der kan méaske
vaere grund til at repetere disse. Definer udgiftsfunktionen som den minimale
udgift forbundet med at opna et givet nytteniveau. Udgiftsfunktionen er derfor
lgsningen til fglgende problem

min » p;C; = (p1C1 +p2Ca + -+ - + puCyy)
=1

under bibetingelserne

U(Cy,...Cp) = AT[C =1
=1

Forste ordens betingelser
pi — A, CTTAT[ G =0, Vi
i=1
eller skrevet pa den generelle form

Pi — )\Ué]l (01,02, ...,Cn) =0 Wi

Multipliceres begge sider af fgrste ordens betingelserne med C; og summeres herefter over
alle forste ordens betingelser fas

szcz = )\ZU& (01,02, ...,Cn) Cz =\U (01,02, ,Cn)
i=1

i=1
hvor sidste lighedstegn folger af Eulers seetning og det faktum, at U—funktionen er ho-
mogen af 1.grad. Lgses ligningen for A fas

> PiCy
U(Cy,Cy, ..., Cy)

A= P

Det ses umiddelbart af formlen, at A er omkostningerne i optimum pr. enhed af U. Da disse
omkosninger er minimale, er A netop prisindekset P (pq, pa, ..., pn) som det blev defineret
ovenfor. I Cobb-Douglas tilfzeldet er dette indeks udledt i ovenstaende afsnit og givet ved
(1.6). Bruger vi dette kan vi skrive udgiftsfunktionen som

1

n p Qg
€ (p17p27 "'7pn7u) =P (p17p27 7pn) U = UZ a1 (;:)



hvor u er nytteniveauet.

Den hicksianske efterspgrgselsfunktion efter vare ¢ kan findes den partielle afledede af
udgiftsfunktionen med hensyn til prisen pa vare i. Dette kaldes ofte for Shephards
lemma. Vi beviser det ikke her, da det er bevist i ”Noter til International Integration”,
som ligeledes er pensum.

e (p1, P2, -y Prs U
hi (p17p27...,pn;u) = (pl pgp b ) (17)

Bemsark den principielle forskel mellem den hicksianske efterspgrgsel (1.7) og den almin-
delige eller Marshallske efterspgrgsel givet i relation (1.3). T den hicksianske efterspgrgsel
findes efterspgrgslen givet priserne og nytteniveauet. Dvs. hvis vi betragter sendringen
i den hicksianske efterspgrgsel som folge af en prisstigning pa f.eks. vare 1, sa antager
vi, at forbrugeren har samme nytte, u fgr og efter prisstigningen. Da vi betragter en
prisstigning pa en vare, som forbrugeren efterspgrger, vil der gzelde, at for given indkomst
vil forbrugeren ikke veere i stand til at opna nytten u efter prisstigningen, hvis u er det
nytteniveau, som forbrugeren havde inden prisstigningen. Nar vi betragter den hick-
sianske efterspgrgsel geelder der derfor, at vi antager at forbrugeren bliver
kompenseret for prisstigningen gennem en stigning i indkomsten, saledes at for-
brugeren i optimimum med de nye priser netop vil opna nytten u. Ved den almindelige
(eller marshallske) efterspgrgsel gaelder omvendt, at vi holder indkomsten fast,
saledes at forbrugeren ikke vil kunne na det oprindelige nytteniveau efter prisstigningen.

1.5. Kompenserede elasticiteter

I Cobb-Douglas tilfaeldet bliver den hicksianske efterspgrgsel givet ved

-1 1 & D i -1
h (p17p2u ~-~7pn,U) = uo;p; Z H <E> = q;p; € (p17p27 "'7pn7u)
i=1 \t

Den kompenserede egenpriselasticitet kan nu defineres som: Den procentvise
2ndring i den hicksianske efterspdgrgsel efter vare i som falge af en procentvis
stigning i prisen pa vare i. Den kompenserede egenpriselasticitet findes som

= — = ud; o — . T — —_— — = (O —
% Op; h; b A =1\ h

Det indses let, at den kompenserede egenpriselasticitet er numerisk mindre end den ukom-
penserede. Dette skyldes, at den ukompenserede findes ved at betragte en procentvis sen-
dring i prisen pa vare ¢ for fastholdt indkomstniveau, mens den kompenserede elasticitet
findes for fastholdt nytteniveau u. Dette indebeerer, at forbrugeren efter prisstigningen ma
have en stgrre indkomst for at kunne kgbe et varebundt, der stiller ham/hende mindst
lige sa godt som for prisstigningen. Den ggede indkomst giver anledning til, at faldet i
efterspgrgslen efter vare ¢ ikke bliver sa stort som uden kompensationen.

Bemeerk, at forskellen netop er «;, der er den andel af det samlede budget, som forbrugeren
bruger pa vare nr. i. Dette giver god intuitiv mening: Jo stgrre end andel af budgettet



som forbrugeren bruger pa vare nr. 7, jo mere "rammes”’ vedkommende af en prisstigning
pa vare i. Behovet for at kompesere forbrugeren med gget indkomst er derfor stgrre.

Tilsvarende kan vi finde den kompenserede krydspriselasticitet mellem vare i og vare j.
Denne er defineret som: Den procentvise sendring i den hicksianske efterspgrgsel
efter vare ¢ som fglge af en procentvis stigning i vare j.

%;  dp; hy SR si\ay) hy

J

Ogsa i dette tilfaelde er den kompenserede elasticitet numerisk stgrre end den ukom-
penserede. Forklaringen er naturligvis den samme som ovenfor. Kompensationen af for-
brugeren betyder, at efterspgrgslen efter alle varer stiger relativt til situationen uden
kompensation. Vi kan komme lidt teettere pa en fortolkning ved at betragte den sakalde
Slutsky dekomponering.

1.6. Slutsky-ligningen

I dette afsnit vil vi betragte sammenhaengen mellem kompenserede og ukompenserede
elasticiteter lidt nsermere. Vi tager udgangspunkt i den sakaldte Slutsky-ligning (enhver
lidt avanceret bog i mikrogkonomi beviser denne relation. Kreps (1990) gor det pa side
59 og skriver endda ”the formal proof is relatively painless”). Ligningen kan skrives

ac; oh, 9C; .,
apj n ap] aM 7

Vi, j (1.8)

Ligningen siger, at sendringen i den marshallske efterspgrgsel kan deles op i en substitu-
tionseffekt og en indkomsteffekt. Substitutionseffekten males ved sendringen i den hick-
sianske efterspgrgsel.

Vi bruger nu Slutsky ligningen til at opskrive sammenhaengen mellem elasticitetsudtrykkene.
Som eksempel betragter vi krydspriselasticiteten. Ved anvendelse af definitionen og
Slutsky-ligningen (1.8) fas

301& _ Ohip;  OC; b Oh; p; 9C;/C;

op; C;  Op; C;  OM 'Ci Opjhi  OM/(p;C;) 9

Det ses, at den ukompenserede krydspriselasticitet er lig med den kompenserede kryd-
spriselasticitet minus den procentvise sendring i forbruget af vare i som fglge af den pro-
centvise aendringen i udgiften til vare j.

I Cobb-Douglas tilfaelde kan det sidste led udregnes til

802/02 %ijj . &p]%;M

=

8M/ (ijj) N pi C; B Di %M !
hvilket netop er en bekraeftigelse af den forskel vi sa ovenfor. Pointen er altsa, at nar
vi betragter elasticiteteter kan effekten hidrgrende fra indkomsteffekt-leddet findes som

udgiftsandelen pa den vare der stiger i pris.



2. CES-funktionen

De meget restriktive elasticitetsegenskaber, der fglger af valget af Cobb-Douglas funktio-
nen kan - og vil ganske ofte - fgles for snaerende ved anvendelse af funktionsformen til
konkrete empiriske forméal. Man far derfor ofte brug for funktionsformer, der giver stgrre
frihedsgrader med hensyn til elasticiteterne. Som et fgrste bud pa en en sadan funktion
betragtes CES funktionen. Denne kan skrives som

n pa\ @D
i=1

CES star som bekendt for Constant Elasticity of Subastitution. Lad os derfor starte
med at definere og finde substitutionselasticiteten. Fgrst skal vi bruge det marginale
substitutionsforhold, M RS. Definitionen af det marginale substitutionsforhold mellem
vare ¢ og vare j kan skrives

U (Cy, ..., Cy) /OC;
oU(Cy, ...,Cy)/0C;

MRS;; = (2.1)

Indszettes de afledte af CES funktionen i definitionen af det marginale substitutionsforhold
(2.1) fas

S~—~7
>
i)

|

MRSU =

1
E—1\ -1
(ﬁ) <Z?=1 CHO > (% 3 (CZ>_T1
E_1\ F1 o 3. \C,
(%) <Z?1 B,C; > (%) B,;C;" 7N
Defineres nu substitutionselasticiteten som

_8(%) (MRSy)
0(MRSy) (2)

J

Cij =

og indsaettes udtrykket for det marginale substitutionsforhold (2.1) heri fas

_a(%) MRSZ _1 — -1 g_jcf%l
Cijza(MRCSij) (%)]:_<fﬁ_j“ 1> il

idet vi definerer
G
T =—
Cj
Det ses, at substitutionselasticiteten mellem vilkarlige par af varer alle er lig med kon-

stanten E. Dvs. substitutionselasticiteten er bade uafthaengig af forbruget af de to varer,
der betragtes, og af hvilke to varer, der betragtes.

Eksempel: Substitutionselasticiteten i en Cobb-Douglas funktion



For at finde substitutionselasticiteten findes fgrst den marginale substitutionsrate. Denne er i
Cobb-Douglas tilfeeldet
ainlA H?:l C,lal . OZZ‘C]'

CIIA H:-L:l CZO% OZjCi

Indsaettes dette i definitionen péa substitutionselasticiteten fas

MRSZJ =

—0 (%) MRS;  —9 (%) zg—gl
RS (2) 90

Cz’j =

Q; CZ QOZZ' (C]>2_1

(071 Cj Q; Cz N

Dvs. en Cobb-Douglas funktion er en CES funktion med den specielle egenskab at sustitution-
selasticiteten er 1.

2.1. Hvad maler substitutionselasticiteten

Lad nyttefunktionen vaere en CES funktion med to varer som argumenter. En indifferen-
skurve defineres som de kombinationer af de to varer der giver samme nytte. Punkter pa
en given indifferenskurve opfylder derfor

U(Cy,Cy) = (Zﬁ G * ) o (51 (Ch) a + B4 (02) > =k

hvor k er en (tilfeeldig) konstant. Totaldifferentieres udtrykket fas

1

(5. (€)F i+ 5, () dGy ) (8, ()T + 6,2 7)™ =0

hvilket kan reduceres til »

dCy  —fB; (C1\ 7

=7 (@)
hvilket jo (ikke overraskende) er det ovenfor udledte udtryk for det marginale substitu-
tionsforhold. Vi har altsa det velkendte resultat at MRS er haeldningen pa indifferen-
skurven.

Vi anvender herefter, at i optimum ma haeldningen pa indiffernskurven veere lig med

prisforholdet og far derfor

MRS, = 2L (2.3)

P2
Indsaettes dette i definitionen pa substitutionselasticiteten, fas
_o (&) —pi
— M P

()

bj

QQ LC)



Substitutionselasticiten maler saledes den procentvise sendring i det relative
forbrug af to varer som folge af en procentvis sendring i varernes relative
priser.

Forudsaetningen, om at substitutionselasticiteten er konstant, betyder, at den procentvise
endring i det relative forbrug af de to varer som fglge af en procentvis sendring i de relative
priser pa varerne er lig konstanten F og derfor uathaengig af det absolutte niveau for priser
og forbrug. Endvidere er substitutionselasticiteten ogsa uafhsengig af prisudviklingen pa
andre varer. Endelig bemaerkes, at disse forhold gaelder for alle mulige kombinationer af
varer.

2.2. Substitutionselasticitetens storrelse

Sterrelsen af substitutionselasticiteten pavirker indifferenskurvernes form. Vi betragter et
par specialtilfelde: Hvis (;; — 0, da er vare i og vare j (perfekte) komplementzere goder.
Hvis omvendt (;; — oo, da er vare i og vare j perfekte substitutter. I sidste tilfeelde er
forbrugerne altsé helt ligeglade med, om de far vare i eller vare j. Da vi antager, at (;;
er den samme for alle kombinationer af varer, geelder det, at i tilfzeldet hvor varerne er
perfekte substitutter, vil forbrugerne kun kgbe den billigste.

2.3. Prisindeks

Ligesom i tilfeeldet med Cobb-Douglas funktionen gnsker vi at udlede egenskaber som
prisindeks, efterspgrgselsfunktioner, indrekte nyttefunktion og elasticitetsegenskaber hvis
nyttefunktionen har CES.

I dette tilfaelde er det smart at starte med at finde udgiftsfunktionen. Dvs. lgse neden-
staende minimeringsproblem. Metoden er identisk med den vi anvendte i Cobb-Douglas
tilfeeldet (afsnit 1.4)

Clmif(} C1 + pCo + ... + p, G,

under bibetingelsen

n E-1\ (E-1) ~
1 - Z/B’LC’ZE :U(Cl,..-,cn)
i=1
hvor pq, ..., p, er priserne pa vare 1 til n.

Forste ordens betingelserne bliver

pi = AUL (Cy, .., Cr), Vi (2.4)

Anvendes herefter, at U (Cy,...,C,) — funktionen er homogen af 1. grad kan vi bruge
Eulers saetning, der i denne situation siger

U(Cy,...,Cr) = >_Uc, (G, Ca) G (2.5)



Ved at multiplicere fgrste ordens betingelsen for vare nr. ¢ med C; og foretage samme
operation med de gvrige fgrste ordens betingelser og herefter summere over disse fas

szcz = AZUIC.L (Cla "'7Cn) CZ = Aﬁ (017 s Cn)
=1 i=1

hvor sidste lighedstegn folger af (2.5). Divideres igennem med U (Ch,...,Cy) fas
i1 piCi

A:mzﬁ (2.6)

Det ses, at A er omkostningen pr. nytteenhed givet, at forbrugerne har omkostningsmin-
imeret. Men dette er jo netop definitionen pa prisindekset, P.

Indsaettes dette i forste ordens betingelserne (2.4) fas

%: 0L, (Ch, ..., C)

Anvendes yderligere, at U (Cy, ..., C,,) er en CES-funktion fas

= = B; (Z @Oz%) . Cz'_?l =
i1

= p3F <Zﬁzcz%> . cto=
i—1

(&)E BT (CY, .., C)
r) C

C; — (%)_E 850 (Ch, ..., C) (2.7)

Il F

E

3

o
~——

i

(

=

Det ses, at hvis forbrugeren omkostningsminimerer (hvilket jo er en ngdvendig forudsaet-
ning for at nyttemaksimere), kan forbrugerens eftersporgsel efter vare nr. i skrives som
en funktion af prisen pa vare nr. i, det generelle prisindeks og den samlede nytte U.

Indsaettes efterspgrgselsudtrykket for vare nr. ¢, dvs. relation (2.7) i definitionen af
prisindekset (2.6) fas

ZpZOZEﬁ)U(Cl,,Cn) =

i=1

n N\ —F ~
sz (%) ﬁzEU(ChaCn) EPU(Cl,,Cn) =

=1

sz‘ (pz')fE gl=prP"*% =
i=1

L n N\TH
P=P(py,...py) = (Z BEp E>> (2.8)
=1

Hermed har vi fundet prisindekset. Bemaerk, at hvis forbrugeren kender alle priserne pa
varerne kan prisindekset bestemmes. Endelig bemaerkes, at indekset er homogent af 1.
grad i priserne.

10



2.4. Den indirekte nyttefunktion og de marshallske efterspgrgselsfunktioner

Det er nu lige til at anvende, at prisindekset pr. definition maler (minimums)omkostningen
ved en nytte-enhed. Det fglger heraf, at det antal nytte-enheder, man kan kgbe for
budgettet maksimalt er lig med budgettet delt med prisindekset. Heraf fglger, at det
netop er definitionen pa den indirekte nyttefunktion, der altsa er givet som

M
(S )

g(plu 7pn7M) =

Bruger vi herefter Roy’s identitet, jf. (1.5), kan den marshallske efterspgrgsel findes som

_ag (ph apn7M) 85 (pla 7pn7M)

Ci (p17“'7pnaM) = 8p2 / 8M =

ﬁEsz(Z”*E)YE)( s = ()
zlﬁ 1E i=1

-E
Ci g eeey n;M == ZE(T> =
(P1, s Py M) =3 5 B
Det ses, at i modsatning til tilfaeldet med Cobb-Douglas funktionen afhaenger efter-
sporgselsfunktionen efter vare ¢ af priserne pa alle varer i gkonomien. Hertil kommer

at efterspgrgslen afheenger af budgettet og af substitutionselasticiteten.

2.5. Elasticitetsudtryk

Vi starter med at betragte egenpriselasticiteten

ac; -
L9 S o = 20P _p\ p;i
C i Di E E—1,_—FE—1 E E—2 e\ Pi

C_ TTibi (L pgE oy pEly, E—1)gfmpr22 ) b
ip_ : Op; C; ( bi bi * )i 3pz‘pZ ) C;

hvor
1

~ n E (1-E)\T-B) L
oPr _ 3(21':1 Bi v ) ZﬂE (1-5) —E) zﬂEp,—EﬁE
Op; Op; L

Indsaettes dette fas

i E
2
%6
Di

pi\ " 1 E _—EpE-1) Pi
(F) <_Epi + (E - 1) Bip; P ) 6

=L

— E+(E-1)8° (1;)

hvor fgrste led kan fortolkes som den direkte effekt via p; mens andet led er et udtryk
for at prisen pa vare i ogsa pavirker det samlede prisindeks, P, saledes at den relevante
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prisforvridning bliver mindre end den umiddelbare effekt pa p;. Ogsa i dette tilfaelde kan vi
bruge fortolkningen med udgiftsandele. Det er jo klart at jo mere vaegt forbrugeren leegger
pa forbruget af en given vare jo stgrre effekt har sendringer i prisen pa den givne vare pa
det prisindeks, der er relevant for forbrugeren. Lad os derfor definere udgiftsandelen til

vare nr. ¢, som

E(p\ P M B

oo _POU(E)F <p_j>1 E (2.9)
M M *A\P '

Indsaettes definitionen pa udgiftsandelen i udtrykket for egenpriselasticiteten fas

aC;
Cy
S = E+(E-1)e (2.10)
Di

Det ses umiddelbart, at egenpriselasticiteten kan skrives som summen af den direkte effekt
pé efterspgrgslen af en stigning i p; (denne elasticitet er —E) og den indirekte effekt via
stigningen i prisindekset, hvor den sidste effekt altsa kan skrives som udgiftsandelen af
vare gange elasticiteten mht. prisindekset.

Krydspriselasticiteten kan findes som

%1 a Op; C;

i 2 OP
= ((E-1)p; " EMPEQ—)
(( )p; i o,

<

hvor -
or E__EPBE
8]7] ﬁ] J

Indsaettes fas

S

pi\ " M sp AW
o= (- (%) o) &
pj

_(m 1\ PE-1pE 1-E _ (1 _ E (P =F
= (E 1) P ﬁj P; = (E 1) ﬁj (]5>

Ogsa i dette udtryk indsaettes definitionen pa udgiftsandelen - men denne gang for vare
j. Herved fas

o3

S (B-1)e

Pj

Det ses, at krydspriselasticiteten kan skrives som elasticiteten i efterspgrgslen efter vare ¢
mht. prisindekset multipliceret med udgiftsandelen til vare j.

Endelig kan vi finde indkomstelasticiteten. Denne er givet ved

& _ G M _ <&>E5El% —
o ~anc, \p) PG

Ligesom i Cobb Douglas tilfaeldet findes altsa en indkomstelasticitet pa 1.
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2.6. Udgiftsfunktionen, den hicksianske efterspgrgsel og den kompenserede
elasticitet

Det er nu forholdsvis let at finde udgiftsfunktionen givet, at nyttefunktionen har CES.
Denne defineres som

1
~ ~ n B 1-B)
e(pl, ...,pn,’u) = P(Pl, ---;pn)u = (Z/BZEpl(l )) u
i=1

Heraf fglger at den hicksianske efterspgrgsel kan skrives som

E
- .
hi (1, ey Dy ut) = uﬁiEp[E (ZﬂE (1~ E))

i=1

Den kompenserede egenpriselasticitet bliver derfor

E 2E—1
n B 1—E) .
_ _ Di
8pl ( EuﬁE —F—1 (Zﬂf] Z(1 E)) Euﬁ?E i2E (ZﬁE (1~ E)> )

Di i=1 i=1

@L‘”

= BEuflp;” (ZﬁE o E>> o (BE i (iﬁfpz(“f))l - 1)

i=1 i=1

ﬁElE
:E(< 15E T E)) 1)<0

Indsaettes udtrykket for prisindekset (2.8) kan den kompenserede egenpriselasticitet skrives
som

=

1-FE

(s F

Hvis vi yderligere indsatter udtrykket for udgiftsandelen (2.9) er det let, at genfinde
samme struktur som i Cobb-Douglas tilfzeldet

Det ses, saledes at den kompenserede egenpriselasticitet kan skrives som den direkte (eller
umiddelbare) elasticitet i efterspgrgslen som folge af en stigning i prisen p; (denne er lig
med —FE) multipliceret med faktoren (1 — ¢;) . Dette var netop ogsa tilfaeldet med Cobb-
Douglas funktionen, idet det huskes, at den direkte elasticitet i efterspgrgslen som folge
af en stigning i prisen p; i dette tilfeelde er —1.

Den kompenserede krydspriselasticitet mellem vare i og vare j

2E—-1

Q
S

Oh; p; ~ n _ a-£) 1]
hi i Pj E,_-—FEpE 1-F E _(1-F)
=% _ pupgEy EpEpl E £t =
(Zfi Opj h e 63 b (il pip > hi
J
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" )

E_1-F _
Eﬁjpj :EﬁE <pj)1 E>0
P

F -

Ogsé i dette tilfaelde kan vi indseaette udtrykket for udgiftsandelen (2.9) denne gang blot

for vare j. Herved fas
Oy
hi oo
oy —
P

som igen er analog med det udtryk vi fandt i Cobb-Douglas tilfaeldet.

3. Nestede CES funktioner

Ved sammenligning af de to foregaende afsnit ses, at man ved at anvende CES funktioner
i stedet for Cobb-Douglas funktioner opnar to ting, der er centrale, nar man vil anvende
funktionerne til at beskrive f.eks. forbrugsbeslutninger, som de observeres i virkeligheden.
Ved anvendelse af CES funktioner opnas for det forste, at priserne pa alle varer har
indflydelse pa efterspgrgslen efter den enkelte vare. (med Cobb-Douglas funk-
tionen er det kun prisen pa varen selv). For det andet opnas at egenpriselasticiteten
i efterspgrgslen ikke er bundet til 1, men kan variere frit. Der er imidlertid
stadig (mindst) to punkter, der bgr give anledning til overvejelser vedr. funktionsformen.
Det fgrste af disse er, at CES funktionen implicerer, at substitutionselasticiteten mellem
vilkarlige par af varer er den samme. Det andet er det faktum, at indkomstelasticiteten
for alle vare er 1.

I dette afsnit betragter vi en type funktioner, der er designet til at lgse problemet med
de ens substitutionselasticiteter. Funktionsformen kaldes nested CES-funktion, og er for-
mentlig den mest udbredte funktionsform i anvendte generelle ligevaegtsmodeller. Ideen
er at opdele funktionens argumenter i par - mellem hvilke der er en given substitutionse-
lasticitet. For et sddan par dannes en under-funktion, der er CES. Denne under-funktion
kan derefter danne par med en anden under-funktion, saledes at der er en given substitu-
tionselasticitet mellem de aggregater, der repraesenteres ved under-funktionerne. Det er
ikke s& indviklet som det lyder. Vi starter med at betragte den simplest mulige nestede
CES-funktion. Den indeholder 3 varer og et nest (dvs. en under-funktion, der har CES).

3.1. CES funktioner med 1 nest

Betragt en funktion med 3 argumenter. Det kunne f.eks. veere en produktionsfunktion
med argumenterne kapital, arbejdskraft og materialer. Det vil for langt de fleste til-
faelde veere urealistisk at antage, at der er samme substitutionselasticitet mellem alle 3
argumenter. Vi kan derfor betragte 2 af disse, f.eks. kapital og arbejdskraft og danne
en CES-funktion med en given substitutionselasticitet, oy af disse to input. Dette kan
skrives

og—1 o—1 O__GI}
H (K, L) = (8K 0+ g, )™
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Herefter kan aggregatet mellem K og L, som vi har kaldt H parres med materiale in-
puttet, M i en ny CES funktion, med en substitutionselasticitet, oy der afviger fra op.
Produktionsfunktionen kan derfor skrives som

o1\ —
_L)(cy—l)

Y (H,L)= (BJVIM% + ByH v

Eller

o
1\ oD

oy —- 1)

o-Y—fl o'Hfl o'Hfl % oYy (GY
Y (K,L,M)=|ByM o + 8y <5KK u + (L n > (3.1)

hvor vi blot har indsat udtrykket for H.

Af dette sidste udtryk ses naesten umiddelbart, at der kan vaere betragtelige overskue-
lighedsmaessige fordele ved at undlade at skrive funktionerne ud i de umiddelbare input,
men i stedet anvende de aggregater, der fremkommer i hvert nest (dvs. i hver under-CES-
funktion).

Det er samtidig klart, at det princip, som vi har anvendt til at konstruere (3.1), kan
udvides i det uendelige, f.eks. kunne vi opfatte savel M som K og L som aggregater og
dermed tilfgje yderligere nests i funktionen. Endvidere er det ikke ngdvenligt, at der kun
skal vaere to argumenter i hver under-CES-funktion. Der kunne f.eks. taenkes at vaere flere
typer arbejdskraft, hvor substitutionselasticiteten mellem de enkelte typer er den samme.
Aggregatet L kunne derfor vaere en CES-funktion med mere end to argumenter.

Nestede CES-funktioner giver derfor meget fleksibilitet med hensyn til substitutionselas-
ticiteter. Et centralt spgrgsmalet er imidlertid: Hvordan veelges, hvilke input-par der skal
dannes? Hvorfor kunne vi ikke lige sa godt parre materialer, M og arbejdskraft, L fgrst
og derefter parre aggregatet med K7 Dette er empiriske spgrgsmal. Man ma undersgge
hvilke par-dannelser, der ikke afvises af data.

I ADAM anvendes en produktionsfunktion, der foruden de 3 ovennaevnte input ogsa
inkluderer energi, £. Thomsen (1994) undersgger hvilken nestningsstruktur, der ikke
afvises af data. Han finder, at den bedste formulering er, at K og E bindes sammen
i niveau 1. Herefter bindes K — E aggregatet sammen med L i niveau 2. Endelig bindes
K — FE — L aggregatet sammen med M i niveau 3.

I DREAM ser vi indtil videre bort fra energi og anvender en produktionsfunktion svarende
til (3.1), hvor K er et aggregat sammensat af importerede og indenlandske varer, mens
M har to nests: Et for offentlige og private materaleinputs og et for hhv. indenlandske
og importerede private inputs.

Vi vender os herefter mod egenskaberne. For at bevare kontinuiteten i udledningerne vil
vi i dette afsnit lade funktionen (3.1) repraesentere en nyttefunktion. Vi skriver den derfor
som

w1\ Tpn
“ R oy—1 op—1 og—1 ﬁ{% U
0 =0 (erenes) = | B (e) 7 + By (Bale) 7 + 8y (e) )
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hvor vi definerer ey
_H_) (on—1)

H (cg,c3) = <52 (02) = jL53 (c3) om

3.2. Prisindeks

Prisindekset knyttet til funktionen (3.1) er et CES prisindeks over priserne pa input ¢;
og H. Det har den generelle form som vi fandt i sidste afsnit, jf. (2.8). Prisindekset kan
derfor skrives

1
Py = (87p™ 4 g By )T

hvor Py er prisindekset pa aggregatet over ¢y og c3. Dette indeks kan skrives

1
a 1-o a 1—-0 —0o
Py = (B57ps " + g5 ps ) T

Prisindekset svarende til funktionen U , givet ved priserne pa inputs kan saledes skrives
som

1
1 l1—0o e
Py = ( uplt =) 4 B3y << o p(on)  gza aH))(l—aH)>( U)>( v

3.3. Den indirekte nyttefunktion

Fra de ovenstaende afsnit haves, at den indirekte nyttefunktion kan skrives som budgettet,
M delt med det relevante prisindeks

N M M
S(p17p27p37M):_: 1
<5z17U (1- UU)+ﬁUUP(1 UU))(lfoU)

Py

3.4. De marshallske efterspgrgselsfunktioner

Ved anvendelse af Roy’s identitet jf. (1.5) kan efterspgrgselsfunktionerne findes som.
Fgrst vare 1:

—0S (p1, Pu, M) ,0S (p1, P, M)
Py, M =
c1 (p1, P, M) = ops / oM
M __gov _ p_ Y _
(87U, VBT Py V) TU G — gUM 2
T = b1

auU 1 oy O'UP1 O'U)
(vt i )T (Fievi + 7

Hvoraf fas, at vi finder den ssedvanlige CES-efterspgrgselsfunktion

—oyu M
c1 (p1, Pu, M) = B3y <1€;> T
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For vare 2 fas efter en del mellemregninger, der er gengivet i appendiks, at efterspgrgslen
kan skrives som

o Il P2 oH PH>_JU M
M) =338y | - . Py
c2 (p1,p2,p3, M) 2" O <pH> <PU Py

Bemaerk systematikken. For vare 2, som er i det nederste nest, findes forst prisforholdet
(;—2) oplgftet til den relevante elasticitet i det nederste nest, oy. Dette multipliceres
med den indirekte effekt, som prisindekset Py har i det gverste nest, saledes at vi far
prisforholdet (1;—’;) . Ogsa dette prisforhold oplgftes til den relevante elasticitet i det gverste

nest, oy.
Det er nu let at regne ud hvordan efterspgrgselsfunktionen efter vare 3 ser ud

p3 \ 7" (Py\ " M

e ) = gy () (B) " M

3 (p1, 2,03, M) = 33" By Py Py P,

Systematikken skulle nu gerne veere abenlys. Hvis vi f.eks. antager, at vare 3 ikke er en

egentlig vare men et aggregat bestaende af vare 3a og vare 3b, vil vi nu ogsa veere i stand
til at opskrive efterspgrgselsfunktionen efter vare 3a

T3 Q0 o P3a D3 oH (PH> v
a ) ) a9 ) M = 3 " ;
C3a (D1, P25 P3as P30, M) = 332837 B (m ) (pH> Py Py

hvor o3 er substitutionselasticiteten i det nest der indeholder varerne 3a og 3b. I relationen
ovenfor er p; det relevante prisindeks for aggregatet cs. Endelig er 35, vaegtparameteren
for vare 3a i det nederste nest.

Konklusionen er, at efterspgrgselfunktioner for nestede CES funktioner er vanskelige at
regne ud, men det er heller ikke ngdvendigt, nar man forst har forstaet systematikken.

3.5. Egenpriselasticitet

Egenpriselasticiteten for vare 1 svarer til den elasticitet vi regnede ud i foregaende afsnit
om CES funktionen i det vare 1 kun optraeder i gverste nest. Vi vender os derfor med det
samme mod egenpriselasticiteten for vare 2. Idet udledningerne er henlagt til appendiks
fas 5

CL; B Oco 2

Opa a
—L= P2 C
p2 252

(_UH tlow— o) g (Fe) oy () (%)

Som saedvanlig derfineres udgiftsandelen

s 1-ou
_ P2C2 _ oy oy (P_> H(&)
€2 i 63" Bh Py Py
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Tilsvarende kan vi definere udgiftsandelen af vare 2 ud af udgiften til aggregatet H

() (RN oy

Eog = Py H ﬂ?{U (1]_,;5)1—0[] M — M2 Py
Hermed har vi opnaet at egenpriselasticiteten kan skrives som
dey
&Z—UH+(UH—UU)€2H+(UU—1)€2

P2

Ved sammenligning med den ikke nestede CES fuktion er det hermed relativt let at indse
systematikken, saledes at man uden udregning kan danne udtrykket for egenpriselas-
ticteten i en vilkarlig nested CES funktion.

3.6. Den kompenserede egenpriselasticitet

Vi bruger nu Slutsky-ligningen til at beregne den kompenserede eleasticitet. Fra (77?)
haves at den kompenserede elasticitet kan findes som
Oh; p; . Oc; pi Jc; 1

Op; h; B op; ¢; i OM p;

Vi skal saledes blot udregne sidste led
ey rnou (P2 7T (Pa\"Y P2 opnow (P2 \' 0T (Pu 1-ou
onr?? = i (PH> <PU> py (PH> (PU>
Tilleegges dette (4.1) fas at den kompenserede egenpriselasticitet kan skrives som
3h, Pi . o Do l—opg o1 AT D2 l—og PH -0y
opihs 1T ou) <PH) + ool P <PH) (PU>
Indsattes igen de definerede udgiftsandele fas

Op; h;

=—oy+ (og —oy) eay + opes

3.7. Krydspriselasticiteten mellem vare 2 og vare 3

Denne er defineret som
(19}

o _ Ocps _
Qp% Ops c2
o [ P30\ o now (P3N P\ T
=B () v () (7)) -

(o —opy)esy + (oy — 1) es

hvor egy er udgiftsandelen for vare 3 ud af de samlede udgifter til H aggregatet. Tilsvarende
er ez udgiftsandelen for vare 3 ud af den samlede efterspgrgsel.
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3.8. Den kompenserede krydspriselasticitet mellem vare 2 og 3

Her bruger vi igen den udledte sammenhaeng mellem den kompenserede og den ukom-
penserede elasticitet jf. (1.9). I dette tilfzelde fas

Ohsps _ Ocaps  _ Oca/ca
Ops ha  Opsca  OM/ (pscs)
Vi finder derfor sidste led i udtrykket

(3.2)

. OH Q0 p3 \7H (Py\TU M
862/62 o UH/BUU <E>UH <&> Uﬁﬂ:iHﬁHU (jgil) (PI;) ]JDLIIJ .
— M2 MH o —0 —oU a0

OM/ (pscs) Py Py Pu ggn ggv (]g_;) " (113_;1) v 5

—o 1-opy
53 ﬁH (PH Py €3

Bruges herefter udtrykket for den ukompenserede krydspriselasticitet og udtrykket (3.2)
fas at den kompenserede krydspriselasticitet mellem vare 2 og vare 3 kan skrives som

Oha ps
Ops hs

= (O‘H — O'U) €3y + oyes

3.9. Krydspriselasticiteten mellem vare 2 og vare 1

Mens krydspriselasticiteten mellem vare 2 og vare 3 er en elasticitet mellem to varer i
samme nest, er krydspriselasticiteten mellem vare 2 og vare 1 en elasticitet mellem to
varer i forskellige nests. Vare 1 er i gverste nest mens vare 2 er nederste. Definitionen af

denne krydspriselasticitet er
8
o Ocap

o1 T
P C
o D1 Co

(op — 1) B3V (g—;)l_w —(op— ey

hvor
plcl__ ou <22L)10U

3.10. Den kompenserede krydspriselasticitet mellem vare 2 og vare 1
For sidste gang bruger vi den udledte sammenhaeng mellem den kompenserede og den
ukompenserede elasticitet jf. (1.9). I dette tilfeelde fas

Ohapr _Ocapr  _ Ocr/cy
Op1 hs Op1 ¢z a]\4/ (plcl)

Vi finder som saedvanlig sidste led i udtrykket

(3.3)

. o U M
uafes gy (1) ()L mO () A
- M2 H P —0H —oU
oM/ (pic1) Py Py Py ggn gov (%) (%) B
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(F7)
v \p,

Herved fas at den kompenserede krydspriselasticitet mellem vare 2 og vare 1 er

3.11. Krydspriselasticiteten mellem vare 1 og vare 2

Som et sidste tjek pa systematikken finder vi krydspriselasticiten mellem vare 1 og vare
2, der er defineret som

o1
o Oaps
%2 Opy

% — i Tu p1 - M = g7 — P_(/]
Op2 _aPQ (61 (PU(p2)> PU(pQ)) “ <( v 1) PU)

Elasticiteten bliver derfor

hvor

9oy / 1—a 1-o

c VY% I o Ao P vi/p H
===y () (B)  =(v-De
p2

hvor . )
_ D22 oy oy (ﬂ) e (&) -
€9 M 52 /8H PH PU
Bemaerk, at bortset fra definitionen af udgiftsandelen for vare 2 svarer dette resultat

fuldstaedingt til resultatet i en ikke nested CES funktion. Det skyldes selvfglgelig at vare
1 kun optraeder i gverste nest.
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4. Appendiks: Udledning af udtrykkene for priselasticiteter i en
nested-CES

4.1. Efterspgrgselsfunktionen efter en vare i nederste nest

Vi tager udgangspunkt i Roy’s identitet

—35(2?1,PH7 M) 08 (p1, Pu, M)
Py, M
Vi finder forst
—GS(pl,PH,M) . —0 M .
8 - 8— os —0 o —0 ﬁ -
D2 P2 (ﬁlUpgl U) + By (PH (pz))(l U))( )
ﬁ (PH)I ou il
Py H
hvor
Py o p% i 3 <p2)1 on
saledes at
_aS(p1;PH7M) B ou ( >1 au /8 < )1UH %
Opa " Py P2 \ Py Py
Dernaest
98 (p1, P, M) _ i
oM Py
saledes at

o=y () ()

4.2. Egenpriselasticiteten

Bevis: Fgrst findes den afledte af efterspgrgselsfunktionen

o oy ()
—B3" By ( H> UHUHwP (PH>UU M

D2 Py PU
. Py P
B3 3% (&>H <&> i T
Py Py Py (P2)

o Py M
v () (7)) mf
H U U
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Vi reducerer nu

i_PHp'

Co 1 f Py P U pQP(/J
— | = 2P| Py — po g — =
. OH ( PH PH > H — P2l'voyu Drr Py

P P,
& <—0H F B G e 4 (op — 1) Up2>
D2 Py

Tilbage er der sa at udregne udtrykkene

p"
Pl = Pyf5n
(B + B3 w5 )
PPl om py 7" _ on ( P2 )HH
Py ’ (ngz 7"+ B3 1UH) > \Py

- (7)) (5)

—0y —0H
pQP(,J _ pQﬁQ ﬂ (pU) (’]%)
Py Py
Vi kan nu indsette i elasticiteten, hvorved fas

(aH+<aH—aU> (BT o - 1y (J(%)) (A1)

4.3. Krydspriselasticiteten mellem vare 2 og vare 3

Bevis: Fgrst findes den afledte af efterspgrgselsfunktionen efter vare 2 mht. prisen pa

vare 3
oH TO9H (Py(ps)\ "V M
802 (52 ﬁ (PH (p3) ) (PU(:IIjB)) PU(PS)) B
ap3 Ops
o OH / Py (p:a) v M
H P —
O (PH (P3)> Py (ps) (ps) (PU (Ps)) Py (p3)

—c —c Py (p3) Py (p3)
218 ( ) H (PH (p3)> ) ou PI;(PS) - sz{(psg)2 i (ps)
Pr (p3) Py (p3) Py (ps3)

i () () ap o

Udtrykket reduceres
Py Py P, P,
02<0H——~—0U——~+0U——-———>

M—

PH PH PU PU

Co Pstq P3PL,7
— — —1
s ((UH ou) + (oy ) Py




Indsaettes udtrykkene (vi kan bruge resultaterne fra egenpriselasticteten)fas at krydsprise-
lasticiteten kan skrives som

o (P38 ort qow (P37 (Pa 'V
on = () o0 (5) ()

4.4. Krydspriselasticiteten mellem vare 2 og vare 1

Bevis: Fgrst findes den afledte af efterspgrgselsfunktionen efter vare 2 mht. prisen pa

vare 1
om gou ((p2 \ T °H P, U A
% . a( QHﬁHU (PIQ{) (PU(I;D) PU(p1)> -

o1 Op1
Pl
— e Y
(ov ) c2 Py
Vi kan nu finde
0 1— 1— = p1\ %Y
P = ( ﬂUUp( UU)+ﬁUUP( o)\ @ o'U)) — UU< >
U O, ( 1 D1 " 4im ) 1 Py

Elasticitetsudtrykket kan derfor skrives
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